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WYTRZYMALOSC MATERIALOW -

- LINIA UGIECIA, WYBOCZENIE, PLYTY | DYNAMIKA

Wzory podstawowe — szkota Srednia

H, G
E[ F
c
Di___|.. C
b
A a B
V = abc

Podstawowe wzory

Sita grawitacji

Sita tarcia

Gestosc

Moment sity
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M = Frsin(a)[ Nm]

m -masa [kg]

0Q

R

08 R N I

F

- ciezar wiasciwy [—3}
m

- sifa [N = kg-zm}

- przyspieszenie ziemskie [9,81 sﬂzJ

- sita nacisku [N]

- wspotczynnik tarcia [—]

- masa [kg]

- objetos¢ I:m3]

N

- przy$pieszenie ziemskie [9,81 S%J

N

¥ - ramie [m]

Sin(a) - sinus kata pomiedzy
wektorem sity i ramienia
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Przedrostki
Przedrostki
mnoznik 10" 10° 10° 10° 10° 10! 107 10 10° 10° 10° 107
przedrostek tera giga mega kilo hekto deka decy centy mili mikro nano piko
oznaczenie T G M k h da d c m N n ]
Pochodne podstawowe
funkcja pochodna funkgji [e-f()]) =c-f'(x) dlac€R
P oo () + 9G]V = /@) + ')
_ r_ f1 ot
pr— J— [FC) — 9T = 16 — g'G0)
, [fG)-gG)] = f'(x)-g(x) + f(x) - g'()
f(x) =sinx f'(x) =cosx
o N fOI _fee@ -5 g
’ ’ g(x) lg(x)]?

[o(F )] =o' (F @) - ()

Catki podstawowe

[lre+g)]de=[ f(x)+[ gx)
[ xdlx = % +C [[ren—-g)]de =] f(x)-[ g

[ dx=x+C

. xn+1 .
x'dx =+ C af ()dx=a| f(x)
. n+1 .
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Funkcje trygonometryczne

. a ) b
sina= — sin fi= -
b a
cosa = — cos fi= E
a b
ga=74 tgf=—
0° 30° 45° 60° 90°
a 0 il Ll ™ il
6 4 3 2 A c B
Twierdzenie Sinuséw
. 1
sina 0 5 £ ﬁ 1
2 2 a b
cosa 1 ﬁ ﬂ 1 0 sl (a) sl (ﬁ) Sl (}/)
2 2 2
. Twierdzenie Cosinusow
tga 0 ﬁ 1 V3 e
3 istnieje 2 2 2
a” =b"+c” —2bccos(a)
»
: p o0
xd 7 0 iz' x il 2 :’c : 4
P 5 NG 3
| 2“
|

74ﬁ,
Yy =cosx y=tgx
5in(90°—a ) = cos cos(90°—a ) =sin
sin(90°+a ) = cos & cos(90°+a ) = —sina
sin(180°—a ) =sina cos(180°—a ) =—cos tg(180°- ) =—tga
sin(180°+a ) =—sina cos(180°+ o) = —cos tg(180°+ o) = tga
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Funkcje trygonometryczne - zaleznosci
sinfa + cos?a =1

sina

1
tga = dla a¢§n+kn, keZ

cosa

sin2a = 2sina cosa
cos 2a = cos? a — sin? «a
cos2a =2cos’a—1

cos2a =1 —2sin‘a
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al] | % e | B[]
cos fi
0 0,0000 0,0000 20
1 0,0175 0,0175 80
2 0,0349 0.0349 88
3 0,0523 0,0524 87
4 0,0698 0.0699 86
5 0,0872 0,0875 85
6 0,1045 0.1051 84
7 0,1219 0,1228 83
8 0,1392 0,1405 82
0 0,1564 0,1584 81
10 0,1736 0,1763 80
11 0,1908 0,1944 79
12 0,2079 0.2126 78
13 0,2250 0.2309 77
14 0,2419 0,2493 76
15 0,2588 0.2679 75
16 0,2756 0,2867 74
17 0,2924 0.3057 73
18 0,3090 0,3249 72
19 0.3256 0,3443 71
20 0,3420 0,3640 70
21 0.3584 0.3839 69
22 0,3746 0.4040 68
23 0,3907 0.4245 67
24 0.4067 0.4452 66
25 0.4226 0.4663 65
26 0.4384 0.4877 64
27 0.4540 0.5095 63
28 0.4695 0.5317 62
29 00,4848 0,5543 61
30 0,5000 0,5774 60
31 0,5150 0.6009 59
32 0,5299 0,6249 58
33 0.5446 0.6494 57
34 0,5592 0.6745 56
35 0,5736 0.7002 55
36 0,5878 0,7265 54
37 0,6018 0.7536 53
38 0.6157 0,7813 52
39 0,6203 0.8008 51
40 0,6428 0,8391 50
41 0.6561 0.8693 49
42 0.6601 0.9004 48
43 0.6820 0.9325 47
44 0,6947 0.9657 46
45 0,7071 1,0000 45
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cos ff
46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 1,0724 43
48 0,7431 1.1106 42
49 0,7547 1,1504 41
50 0,7660 1,1918 40
51 0,7771 1,2349 30
52 0,7880 1,2799 38
53 0,7986 1,3270 37
54 0.8090 1.3764 36
55 0,8192 1,4281 35
56 0.8290 1.4826 34
57 0,8387 1,5399 33
58 0,8480 1,6003 32
50 0,8572 1,6643 31
60 0,8660 1,7321 30
61 0,8746 1,8040 29
62 0,8829 1,8807 28
63 0,8910 1,9626 27
64 0,8988 2,0503 26
65 0,9063 2,1445 25
66 0.,9135 2.2460 24
67 0,9205 2,3559 23
68 0,9272 24751 22
69 0,9336 2,6051 21
70 0,9397 2,7475 20
71 0,9455 2,9042 19
72 0,9511 3.0777 18
73 0,9563 3,2709 17
74 0,9613 34874 16
75 0,9650 3,7321 15
76 0,9703 4.0108 14
77 0,9744 4.3315 13
78 0,9781 4,7046 12
70 0,9816 5.1446 11
80 0,9848 35,6713 10
81 0,9877 6,3138 9
82 0,9903 7.1154 8
83 0,9925 8.1443 7
84 0,0045 | 95144 6
85 0,9962 11,4301 5
86 0,9976 14,3007 4
87 0,9986 19,0811 3
88 0,9994 28,6363 2
89 0,9998 57.2900 1
90 1.0000 — 0
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Reakcje w podporach

;

77T

podpora ruchoma

Ry

podpora stata

Y R
NPT
Ry
utwierdzenie przegub

Konwencja znakbw <~
- Moment gnacy M, (%) W ________ Mg >0 (m Mg <0
Rodzaje obcigzen:
F[kN] M [kNm|
- Sita skupiona LL - Moment skupiony
ql
F=gql I'==
kN
g Vo
- Obcigzenie roztozone [ - ] l' : q[ m }
] %
: ]
Osiowy moment bezwtadnosci ,
/ % ////A - 4d 4D ,
// -
771'd4 IZE(D4_d4) :E
T 64 64 12
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Linia i kat ugiecia

b r —promien krzywizny
Y F r(x) . ¥ —ugiecie
‘ / E J = | Vmawmin | —Strzalka ugiecia
~ S e ,—E‘x z 4—_i___ - h (kaqtugigcia
W i 4 _..ﬂ‘(ﬂ_)() — ! Mg —moment gnacy
Rt SV AP Ll t) l E —modut Younga
_Mg (x) 1 |y "(x)| I —moment bezwladnoséci
= :7Q|yﬂ(x)|:yu(x) - . -
2 r(x) 3 wzgledem osi obojetnej
‘1 +y '(x)2 ‘2

— ugiecie: y(x) = éﬂ Mg (x)dx warunek bezpieczenstwa: f < f,,,

> kat: @(x) = y'(x) =é j M y(x)dx

taczenie przedziatow Warunki brzegowe
F F
L ‘ P L { P 4
Seae A PP ~ v L \'m- ______
Y=Y Yar=Vup yA*O Ya= yAiO
Py =Py Py FPyp 2, #0 Py= 9,=0

Metoda Clebscha:

0. Belka nie ma przegubdw.
1. Idac od poczatku belki (tylko) dodajemy sktadniki obcigzenia w kolejnych przedziatach.

2. Kazdy sktadnik obcigzenia ma postaé b(x—a)’:

moment gnacy: Mg(x—af)0
sita skupiona: F(x-a) ) I
obcigzenie ciggte: %(x—af):1 jx dx = m x"+C

gdzie a to odlegtosc przedziatu od poczatku belki.
3. Catkowanie wykonujemy wykorzystujgc podstawienie: t=x—a .
4. Statg catkowania dodajemy tylko w pierwszym przedziale.

Metoda superpozycji:

0. Belka nie ma przegubodw.
1. Rozdzielamy kilka obcigzen na pojedyncze zgodnie z tabelg;
- jesli trzeba to zamieniamy obcigzenie na alternatywne (jesli naszego nie ma w tabeli).
2. Ugiecie i kat ugiecia liczymy z gotowych wzorow dla kazdego przypadku oddzielnie
w konkretnym miejscu belki.
3. Finalny wynik to suma z poszczegdlnych przypadkow.
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Przypadki proste:

E q
y [ |~ |ERRRREE! L
---------------- L
f T I f "'a? l 2 I.
ﬁ. f2 4SEI(!_4“) dlaa=5:
_ FI _ FI2 74 B FB 2
= = qr” _q _ _FI
/=38 9= 2w S =5 =% =4 (1-a)(21-a) S =% Pa= 16w
M
! |/ M I
-------- L
LA | AN _MB
ﬁ' @, -—l-'_ Pp 7777
M? Ml 5qi* B _ M? — M - M
f=2_’ P=Tr f=333E]= = ZiEI f%_ﬁ’ Py =3Er> Ps = 6EI
Scinanie i rozszerzalno$é temperaturowa
. F, F,, —sila normalna B B (Nl [V]
Naprezenie o='r[pa ~ TvTrEne [ MPa] =10 Pa] =10° L =1,
A A —przekrd) poprzeczny

Warunek wytrzymatosciowy
FN 5
A-E

o < k; — naprezenie dopuszczalne (Sciskanie)

Wydtuienie A/-=
o, - wspolezynnik rozszerzalnosci cieplnej

Rozszerzalnosé cieplna Al=/-a,-Af :
At - zmiana temperatury

Wyboczenie - teoria

kg \
1
\
\
Re f‘osta 7 \
Ry Al
L4 Iw B i Imin
1. Smuktos¢ s=-" ,gdzie: i, == ,
v lll’]’]ll'l A
Wy ipey o/ Smuktosé rosnie, gdy pret jest diuzszy lub , cieriszy”
\I Ocz, i a E“'/Gra (ma mniejszy promieri bezwtadnosci).

2.1a Pret krepy wedtug Tetmajera-Jasinskiego (s < sg,‘)
prety krgpe g prety smukle g s _.lE o g (Re—Ry)s
R,. R, —granica plastycznoéci / proporcjonalnosci gt RH s € Sg-

5,5, — smuklosé / smuklosé graniczna

Il —dhigos¢ / dlugosc wyboczeniowa

i —minimalny promief bezwladnoéci przekroju

I_. —minimalny moment bezwladnosei przekroju

o — wspolezynnik mocowania

k; —wskaznik wytrzymaloscina Sciskanie
(naprezenie dopuszczalne)
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2.1b Pret krepy wedtug Johnsona-Ostenfelda (S < Sgr)
2E 2,2
g‘f’}O:ﬁ E kS:Re*Re

2.2 Pret smukty (S > Sg,-) kg ="1"

s

str. 8


http://www.etrapez.pl/

L
F——<
etrapez

Wyboczenie — wspétczynnik mocowania

F i? f
F \EN NN\
'p : ~ \\
] 1 \
[} 1 \
I 1 1
1 1 \ |
I ] \ 1
1 1 A )
I I Y 7
l ' T
/ !
L
NN\ <~ NN\ NN
a=2 a=2 a=1 a~=0,7
Ptyty - teoria
y t
I - r Plyta—ptaski element (o jednym wymiarze mniejszym niz
g‘\\ 5 F /.—"- g pozostate) obcigzony prostopadle do ptaszczyzny srodkowej
S @< L
T e, S y(r)_-——L-" >0 7777 ¥y m
Réwnanie linii ugiecia ptyty %(y y‘(r))‘)‘:% ----- r j‘. 1
) Do EFR S
Sztywnosc¢ ptytowa = lz_fli‘ﬂ
{ J | D r
Moment gnacy promieniowy M, = D(y“(r)+ Yy (r)) ¥(r)—ugigcie M;
Moment gnacy obwodowy ), :D(%y'(r)Jrv-y"(r)) go(r): y'(r)fkqt ugiecia
Naprezenie promieniowe O ypppar = % f = ‘y(r)M{X‘i strzalka ugi‘;cia
o 6M, t — jednostkowa sila tnaca
Naprezenie obwodowe Ctiux = J7 n bosé
. — grubosé plyty

Sita odsrodkowa — rodzaj sity bezwtadnosci, ktora odpycha ciata poruszajace sie ruchem obrotowym od osi obrotu.
F_;[N]-sila odsrodkowa

a,; [:’—2'] —sila odsrodkowa

> £y m|kg|—masa
w[%]— predkosc katowa

r[m] — promien obrotu
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